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Sunto

In questo articolo presentiamo un’analisi — supportata dai risultati di sperimentazioni svolte nel corso degli
ultimi 10 anni — degli atteggiamenti, delle percezioni e dei comportamenti riguardanti I'errore in un contesto
matematico, e, piu in generale, del ruolo svolto dall’'errore nel processo di apprendimento/insegnamento.
Sosteniamo che l'errore dovrebbe essere preso molto piu in considerazione durante la fase di
apprendimento/insegnamento come un elemento cruciale, che ci permette di seguire I'evoluzione del
pensiero man mano che si imparano nuovi concetti. Questa attenzione agli errori dovrebbe essere tradotta in
pratiche che rendano possibile modificare i comportamenti che producono errori, e portare quindi a una
maggiore consapevolezza da parte degli studenti sui loro processi di ragionamento. Viceversa, sosteniamo
che nella fase di valutazione il ruolo giocato dagli errori dovrebbe essere molto limitato.

Questa riflessione nasce dalla constatazione che spesso l'errore viene trattato in maniera
paradossale: se ne parla tutti i momenti, ma non si sa analizzarlo; si dice che e utile e prezioso, ma
lo si usa in negativo nelle valutazioni; si esortano gli studenti a esplicitarlo, e nello stesso tempo si
nascondono i propri.

Cio che sosteniamo, e che in questo articolo vogliamo argomentare e supportare di esempi, e
che gli errori sono preziosi alleati che ci portano a capire alcuni elementi riguardanti le modalita di
ragionamento; questi elementi tuttavia restano nascosti e quindi non ci aiutano nel processo di
apprendimento/insegnamento se abbiamo la brutta abitudine di cancellare gli errori, e soprattutto se
poi trasmettiamo questa abitudine ai nostri studenti. L'altra faccia di questa medaglia e che I'errore,
prezioso alleato nel momento dell’'apprendimento, é invece un elemento poco rilevante ai fini della
valutazione: in alcuni casi non ci sono particolari errori, ma il contesto € tale che la situazione
dovrebbe essere valutata negativamente e viceversa in altri casi potrebbero esserci anche situazion
con parecchi errori che lasciano pero intendere un reale apprendimento e quindi dowsddrero
valutate in maniera positiva.

Arriviamo ora a scrivere questo articolo — e non lo abbiamo fatto dieci anni fa, anche se su
un piano teorico avevamo gia tutti gli elementi per farlo — perché possiamo ora basare le nostre
affermazioni su un lungo lavoro di sperimentazione nella scuola, in forma diretta da parte del
secondo autofein forma indiretta da parte del primo autore, attraverso le attivita proposte alle
scuole dal Centromiatematita®. Cid spiega anche i frequenti riferimenti che ci saranno nel testo a
tali attivita, che hanno negli anni fornito supporto di sperimentazione su cui sono state testate le
affermazioni che andremo qui a fare.

1 Laura Sferch ha lavorato sistematicamente con gli errori nelle sue classi negli ultimi 10 anni, coinvolgendo quindi
circa 500 studenti.

2’matematitd’ € un Centro di Ricerca Interuniversitario per la Comunicazione e I’Apprendimento Informale della
Matematica: vedi http://www.matematita.ier sperimentare le sue proposte il Centro porta avanti numerose attivita
rivolte agli studenti preuniversitari. Dalla sua costituzione (sette anni fa), le attivita di laboratori tenute presso il
Dipartimento hanno coinvolto circa 5000 studenti, e molti di piu sono stati coinvolti dalle attivita online o dalle visite
alle diverse mostre allestite dal Centro in varie citta italiane. Vedi http://www.matematita.it.
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Che cos’é I'errore
Es irrt der Mensch, so lang er strebt (Goethe)

In tanti anni di insegnamento I'errore e I'elementdurale con il quale abbiamo costantemente a
che fare e non solo gli errori dei nostri studedto che sappiamo benissimo che tutti noi
sbagliamo. Particolare non irrilevante, mentre patliamo di errori pit 0 meno gravi, non € affatt
scontato che siamo d’accordo su cio che siamo slispad ammettere come “universalmente grave”
e, fatto ancora piu imbarazzante, spesso cio chetessi consideriamo grave o meno si modifica
nel tempo.

In effetti, giudicare “grave” un errore, o, primacara, individuare un errore in una frase in
cui si parla di matematica significa spesso conepiena valutazione che riguarda il rigore
('assenza di rigore o l'insufficienza di rigore) quella data frase. Ma il problema e che il “rejor
matematico e ben lungi dall’essere rigore assdkiguesto non solo nei compiti dei nostri studenti,
a qualungue livello di scolarita, ma addiritturauim articolo di matematica su una rivista! Vedisp.e
[15]%). Sicché, dicendo che un certo ragionamento éstgiuo & “sbagliato”, siamo lontani
dall'essere obiettivi, ma stiamo sostanzialmenterdio che il livello di approssimazione e di rigore
e adeguato o meno al contesto in cui siamo, rispditeta e alle conoscenze degli studenti, rigpett
a quello che abbiamo fatto in classe in precedenzasi via.

D’altra parte, nonostante come insegnanti siamoaimfuati a interagire continuamente con
I'errore, ci troviamo in grande difficolta a pamar dal punto di vista didattico, senza inferirne un
giudizio, senza associarlo come prima causa a cdaamenti “manchevoli” da parte degli studenti,
a qualcosa che non hanno fatto o non hanno fatiastédnza. E come se noi insegnanti per primi
avessimo perso le parole adeguate per recuperam®ré e per farlo diventare lo strumento
didattico piu potente a nostra disposizione.

Nel tentativo di recuperare queste parole e ricorame a parlare d’errore, innanzitutto non
dobbiamo dimenticarci che errore € una parola dheanda a mille altri significati, che
appartengono agli ambiti personali della nostra.\i allora ogni errore, anche se viene compiuto
in contesto matematico, anche se & molto tecnicqoga dietro tutto un vissuto del quale
dobbiamo essere consapevoli. Affermazioni sull’'errim campo matematico e didattico - sulla sua
effettiva utilita, su come sia possibile lavorasci, su come sia non solo possibile ma auspicabile
viverlo come occasione e non come colpa - vannollaere con il ruolo che I'errore ha giocato
nella nostra vita, non solo quella matematica awaate (vedi [17], [13]). Ecco allora che il portato
personale, sociale e culturale dell’errore intesfas.

E stato interessante, tempo fa, intervistare alalewne di docenti di matematigacon
differenti eta e anni di insegnamento alle spatlegsservare la discrepanza tra il loro pensiero
razionale e inconscio sull’errore: mentre il lorengiero razionale indicava l'errore come una
positiva occasione di apprendimento, le parolerdibente associate all’errore erano quasi sempre
dominate dal senso di colpa o da un giudizio morale

3 L'uomo €& soggetto ad errare fin tanto che a(fedaist Parte |, Prologo in Cielo)

4 Si tratta di uno degli interventi in un accesoatiito nato all'inizio degli anni '90 siBulletin dellaAmerican
Mathematical Sociefya proposito di quella che era stata definita cttimeoretical mathematitsa intendere una
matematica euristica, che non dipendesse neceaseatia da dimostrazioni rigorose. L'articolo inigid9] ha dato
origine alla risposta di Thurston [15] e a unaaip collettiva [3] di una quindicina fra i piu difiaati matematici al
mondo, a cui ha fatto seguito un altro intervergglidautori [10].

® Sitrattava di un gruppo di lavoro sull’errore cahvegno conclusivo di MATH.en.JEANS organizzadb akntro
“matematité e svoltosi a Milano, presso il Dipartimento di ddenatica dell'Universita degli Studi, nell’april®20.
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C'é anche un altro motivo, piu interno alla matecaatper il quale I'errore viene ritenuto
gualcosa da nascondere: come Grothendieck con eftittacia ci fa notare in [7], normalmente in
tutti i testi matematici (siano essi libri di tesigoubblicazioni di risultati di ricerca), non coarp
mai traccia del processo che ha portato ad unrdetato risultato, ma resta solo I'esposizione
finale pulita e perfetta. In effetti il processceatonduce al risultato puo contenere errori, maé@nc
errori che hanno fornito indizi preziosi e che anho fatto compiere un passaggio cruciale per
arrivare alla meta.

Tutto cio, sebbene owvio, non é sufficientementenosciuto; la nostra percezione del noto
proverbio “sbagliando si impara” pud essere abbastalistorta. Riportiamo a titolo di esempio le
parole di uno studente che dice:

e importante lavorare sugli errori a scuola, cosisgiamo imparare come non commetterne
piu, ma se cio capita ad un famoso scienziato aim@nte non porta a nulla di positivo

mostrandoci una concezione molto riduttiva del oudéll'errore nell'apprendimento e nella ricerca
stessa.

Ancora a proposito della parola “errore”, non daold neppure dimenticarci che non & un
caso che “errare” significhi, oltre che “sbagligrahche “vagare senza meta”. e si vaga senza meta
guando si e sbagliato strada, ma anche, per esequaindo si arriva in una citta che non si conosce
e si vuole come prima cosa annusarne I'atmosfer@ata di un’attivita molto positiva, divertente,

e anche costruttiva, perché, anche se ogni targerde la strada, ne possiamo davvero ricavare un
feelingdella citta che magari non otterremmo cortaur organizzato.

Uscendo dal turismo per tornare alla matematicaaglare senza meta (condito anche di
errori) e quello che spesso fa anche il matematieoprese con un problema di ricerca.

H. Wu afferma che per molti tratti I'atteggiameikel matematico di fronte a un problema di
ricerca e simile all’atteggiamento di uno studeaite prime armi:

In their routine grappling with new ideas, matheitians need to know, for survival if
nothing else, the intuitive meaning of a concephages not yet precisely formulated and
the motivation behind the creation of a particuskill and to have a vague understanding
of the direction they have to pursiis, p. 379.

Questa analogia pud esserci preziosa per indivedgdr elementi significativi nel processo di
apprendimento.

Lavorare sull’errore

Se vogliamo liberarci dall’errore come “colpa”, ecuperarlo come alleato nel processo di
apprendimento, lavorare sull’errore deve corrisgoada pratiche ben precise, condivise con gli
studenti, e avere una ricaduta reale sulla valom&ziInnanzitutto una premessa importante, anzi

6 Quando ¢ alle prese con una nuova idea, il n&teonha bisogno, nel suo vagolare alla ricercaaliemi e concetti
nuovi, di poter usare un concetto a livello inttatianche prima che sia stato formulato in modaipoee rigoroso, cosi
come ha bisogno di avere una comprensione siagga glella direzione in cui sta andando, e dellévawmibni che lo

spingono a quella scelta



cruciale: lavorare sugli errori, saperli riconog;eimterpretare, trasformare non & una abilita
naturale, ma una capacita che va scoperta, caltiafienata.

Una prima pratica che puo essere utile & quelttadk I'esempio. Dato che a tutti capita di
sbagliare, cerchiamo di approfittare deiSTRI errori per ragionarci sopra, pubblicamente, ingem
ai nostri studenti, cercando di analizzare qualaésl procedimento mentale che ci ha portato a
dire una cosa invece di un’altra. Non dobbiamo @aerra che la nostra autorevolezza venga meno
per il fatto di riconoscere un errore. Anzi! Pudpitare che questa autorevolezza addirittura
aumenti, perché la sensazione che viene trasmgBsstualenti da un insegnante che ragiona con
loro sugli errori che egli stesso ha commesso ésengazione di estrema sicurezza. Se abbiamo
bisogno di un’ulteriore conferma, possiamo ancheaee ai nostiMaestri proprio a quelli con la
M maiuscola, quelli che abbiamo molto stimato esprad esempio: certamente la nostra stima non
e cambiata di un’unghia quella volta che ci siarocodi che anche a loro ogni tanto scappava un
errore!

Un’altra pratica che puo essere interessante dagebe parte da un lavoro di analisi
dell’'errore. Non vogliamo qui parlare in astrattell@rrore, ma viceversa, molto concretamente,
portare gli studenti a partire dagli errori che f@ncommesso, attraverso la disamina e
I'esplicitazione degli stessi, a svolgere su di esdavoro meticoloso e artigianale, per capirae |
genesi e le cause; questo comporta anche un lavetacognitivo sul proprio metodo di studio (di
cui sempre si parla in astratto, senza mai poirlega qualcosa che concretamente possa essere
modificato o migliorato), e quindi sui diversi fatt che a questo metodo di studio concorrono.

Individuare la genesi di un errore pud essere yiér lo studente, ma pud anche essere
illuminante per gli insegnanti e puo provocare @wpiazzamento del punto di vista, ad esempio
costringendoci a rivedere e a volte a ribaltaradstra classificazione degli errori in gravi o0 meno
gravi.

In effetti, una delle cose che emerge con piu ev@dala questo tipo di analisi (0 meglio, che
e utile aiutare gli studenti a far emergere) eaitd che un conto € il singolo errore, altro il
comportamento errato che ha portato all’errore;oaviene (al fine di superare la difficolta)
distinguere tra le due cose. E cosi si puo scophieequelli che a noi potrebbero sembrare errori
gravi (pensiamo ad esempio a un errore di manipgmiazalgebrica come dedurre0 dalla

disequazionex220) in realta non indicano necessariamente una nompemsione della
disequazione in questione, ma piuttosto un mod@rdcedere meccanico che, questo si, va
riconosciuto come un comportamento errato, e sot@atva modificato.

A volte la genesi di un errore non risiede nelliganza di un capitolo di matematica, ma
piuttosto in un'attitudine errata verso la matec@atiPer esempio, puo capitare che uno studente
riconosca una situazione che porta direttamendecaliretta soluzione di un problema da un punto
di vista geometrico, ma che non la usi, ritenenduda valida, perché é convinto che la corretta
soluzione richieda una manipolazione algebrica. Runthe capitare che una conoscenza
superficiale dei concetti renda lo studente cosicuro che una minima divergenza da cio che
ritiene essere la via o la formalizzazione standatchsformi in una difficolta insormontabile.

Lavorare sui comportamenti € spesso piu utile ahe lavorare sul singolo errore; anche
perché questo tipo di lavoro permette di compremdera cosa fondamentale, ovvero che per
correggere un errore non si puo riproporre sempia#e la stessa situazione, ma va modificato il
contesto, va messo lo studente in condizione déneeldh stessa cosa da un altro punto di vista.

Di fronte a certi errori, come il precedente, psSere forte la tentazione di costringere gli
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studenti a risolvere un gran numero di eserciziodgtlesso tipo. Occorre pero essere consapevoli
che questo tipo di reazioni non porta da nessumg g peggio, paradossalmente, puo essere
controproducente. Innanzitutto e errata I'analis oe € alla base: ci dimentichiamo di quanto sia
facile sbagliare, e di quanto rientri nella norri@aincorrere in un errore, anche quando si € magari
perfettamente capito perché quell’affermazione agb#ata. Non si puo quindi assolutamente dare
per scontato che reiterare I'errore significhi nawer capito nulla del concetto matematico
sottostante. Ma c’'e di peggio: la ripetizione dere&zi senza cambiare il contesto favorisce la
memorizzazione e l'acquisizione di una modalitafftiontare le questioni in modo automatico, che
porta a cercare il meccanismo che funziona sengmeza concederci il lusso e il piacere di
ragionare. Viceversa, cambiare contesto, possibiienanche spiazzando i ragazzi con qualcosa di
imprevisto, pud essere proprio la molla che |i icelin maniera naturale ad abbandonare gli
automatismi e ad assumere un atteggiamento criicendoli poi tornare sui problemi normali con
un atteggiamento piu sano.

In effetti questo € uno dei tratti distintivi debdtivita proposte dal Centrarfatematita” i
guesiti sono sempre posti in una maniera non-stanaasicché diventa impossibile cercare la
bacchetta magica che risolva ogni tipo di problemi.

Un commento che abbiamo spesso ricevuto daglizeatori dei kit che il Centro
"matematit4 mette a disposizione delle scubkeproprio la considerazione che spesso accade che
ragazzi cambino atteggiamento (anche rispetto @imiali” problemi curricolari). Cido che segue e
rappresentativo di un riscontro abbastanza comunee riceviamo dagli insegnanti dopo aver
utilizzato unkit:

... questo laboratorio ha insegnato agli alunnispostare I'attenzione dalle tecniche di
calcolo alla gestione del pensiero creatigottoposto alla logica, anche nello studio dei
temi curriculari.

E il docente aggiungeva, con un certo stupore, cagazzi poi “guardavano dall’alto” ad esempio
le discussioni delle equazioni di secondo grad@modaver avuto a che fare nat con problemi
topologici che con queste non avevano nulla a eldere.

E arriviamo cosi a toccare un altro punto fondamdentuna delle caratteristiche piu
significative della matematica, e al tempo stesgaapinvolgente e gratificante, & proprio quelld de
gusto di risolvere problemi, anzi piuttosto quedlal gusto di affrontare problemi — e se poi si
risolvono tanto meglio (vedi anche [4], [11]). Sasciamo a trasmettere a uno studente questo
gusto, abbiamo fatto un passo estremamente impes@tiabbiamo fatto anche se la soluzione dei
problemi si mescola ad errori.

Vediamo qualche esempio preso dal lavoro sistematigli errori del secondo autore in una
scuola secondaria. Rimandando l'analisi tecnicarideitati della sperimentazione a un altro
articolo, pensiamo sia piu utile proporre qui gbelesempio diretto; con questa scelta vogliamo
sottolineare come a volte, quando l'ascolto degidenti € condotto sistematicamente, in classe
come nei momenti non strutturati della vita scatastil messaggio informale che afferriamo dalle
loro conversazioni, sebbene per certi versi sigystbg ad ambiguita, paradossalmente pud essere
piu attendibile di quello delle risposte formalicaiestionari ufficiali.

Quella che segue ¢ la frase di una studentessqualla era stato chiesto di scrivere almeno

7 1l Centro ‘matematité realizza e mette a disposizione delle scuoledeli laboratorio con schede di lavoro su
diversi problemi e materiale manipolabile che sista a un’attivita di tipo sperimentale su talitpemi: vedi
http://www.matematita.it/realizzazioni/materialedaitico.php
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una cosa che le era piaciuta nel compito in cleBseaveva fatto (peraltro con esiti non esattamente

brillanti). 1l problema proposto prevedeva di rigee I'equazione =5 utilizzando il logaritmo
come operazione inversa dell'esponenziale; la siiegdsa non aveva visto questa possibilita e
aveva dato inizio a una serie di tentativi per appimazioni successive. |l suo commento circa
guello che le era piaciuto nel compito é stato:

...non sapendo risolvere non ho lasciato I'esercsgaza una soluzione, ma ho cercato di
“trovarla”.... Sono sicura che questo puo capitardlaevita di tutti i giorni, dove spesso &
meglio trovare una soluzione sbagliata a un proldeshe non tentare di risolverlo in alcun
modd

Queste invece sono le parole di una ragazza chegimeldi un anno e mezzo € passata da una
situazione molto negativa alla sufficienza:

mi e piaciuta la facilita e la scioltezza con cons riuscita a svolgere gli esercizi, essere
riuscita a farli mi ha fatta sentire felice. Ho dapche se voglio posso farcela.. ...

A queste frasi ci piace aggiungere i commenti diual bambini delle scuole primarie, dopo che per
un anno hanno partecipato all'iniziativa dei gioshilinedel Centro fatematita®

... e stato bello perché era difficile...

dove emerge chiaramente come lo scontrarsi coriffiaotta non sia necessariamente fonte di
frustrazione e di scoraggiamento, ma, viceversssadiventare un tassello che genera sicurezza e
autostima: non solo lavorare a questi giochi éoshatllo, ma é stato bellproprio perché era
difficile.

L'errore e la valutazione
Ce qui limite le vrai, ce n'est pas le faux, c’Bissignifiant (Réné Thon)

Appare chiaro anche dagli esempi precedenti cheecprimo passo, uno studente deve essere
messo in condizioni di poter davvero svilupparepprezzare il gusto di ragionare, il gusto di
affrontare e risolvere problemi, di provare sullea elle, sia pure in piccolo, quell’avventura
straordinaria che e fare ricerca. Ed € chiaro akiecigsi scontra con mille difficolta legate anche
alla struttura della scuola, che spesso ha tenglibdéighi che non sono i piu logici e i piu adatti
all’'apprendimento.

Non possiamo ovviamente entrare nel merito di {guegsstrizioni, che pure non dobbiamo
dimenticare; andiamo pero a toccare un altro notle, ugualmente ci sembra cruciale affrontare
guando si parla di errore, se non si vuole che itlitei ragionamenti che si fanno restino lettera
morta: ovvero il nodo della valutazione. Partiam® wh’affermazione molto diretta (e molto
provocatoria), che poi andremo a esemplificaregeraentarela valutazione non puo e non deve

8 Sul sito http://www.quadernoaquadretti.it/ daltivenni il centro ‘matematitd propone alle scuole primarie e/o alle
scuole secondarie di primo grado un percorso difgiche prevede una tappa al mese per tutto I'arumea gara finale.
Sul sito si possono trovare i testi dei problenoigmsti.

9 Il contrario del vero non ¢ il falso, € il bamd14, p. 132].
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essere incentrata sull’errore

Non puo, perché non ha senso sperare di impostarei ragazzi un lavoro di analisi
dell’errore che li porti a un effettivo apprendinb@rse poi, a conclusione di questo percorso, si
torna al fatto che chi non fa errori ha la valubaa massima e chi fa sette errori ha la valutazione
ottenuta togliendo sette punti dal massimo.

Ma non puo anche e soprattutto perobé € verg non e vero né che chi ha capito non fa
errori né che chi non ha capito ne fa necessarigaménpiu. Quindi non ha senso che una
valutazione ragionevole (che deve valutare cogzefaona ha assimilato di un dato argomento, e
come lo sa utilizzare) sia invece imperniata sdl@sclusivamente sugli errori.

Se uno studente, per rispondere alla domaadaefo che 15x7x8x23x41 & un multiplo di
107", non si accorge del fatto che fra i fattori congpep un numero pari e un multiplo di 5, ma
svolge esplicitamente la moltiplicazione per amgvalla conclusione che 792120 € un multiplo di
10, come dobbiamo valutarlo? Non possiamo dirdahisposta &€ sbagliata, perché non lo €. E non
possiamo nemmeno dire che il procedimento € stoyrgerché a priori non lo €. Pero |l
procedimento che lo studente ha utilizzato peware alla conclusione corretta € un procedimento
che ci fa capire che chi I'ha usato non ha assoletde le idee chiare sulla divisibilita; oppure, e
guesto é forse anche piu probabile, che é abiaato procedimento meccanico, da affrontare senza
pensare a cosa si sta facendo. Quindi nessun emarka valutazione é negativa.

Come a una valutazione negativa € necessario @@risa uno studente, per risolvere
'equazione

(x-2)(x+3)=0

comincia a moltiplicare i due fattori per poi agplie la formula risolutiva dell’equazione di
secondo grado. O magatri, per risolvere I'equazione

(x-2)(x+3)(x-7)=0

moltiplica e conclude poi che non € capace divixdth perché non conosce una formula risolutiva
per I'equazione di terzo grado. Ma anche nel proaso, e ipotizzando che non si infilino nella
risoluzione degli errori di conto e che lo studeateavi alle due radici 2 e -3, cioé che “non facci
errori’, la valutazione deve essere ugualmente rpesgente negativa. Anche qui due diverse
situazioni sono possibili: puo essere che lo sttedean abbia capito nulla di cosa significhi travar
le radici di un’equazione, ma puo essere anche sthgia innescato un automatismo che é
esattamente I'atteggiamento che dobbiamo combatiergiamo certi che ogni insegnante ha a
disposizione centinaia di esempi analoghi.

Ci sono pero anche esempi nell’altro verso: un lerol affrontato con una serie di tentativi
e di ragionamenti che portano lo studente a risuiaagliati, ma che sono comunque tentativi
ragionevoli e ragionamenti sensati, ci fa pensheela studente stia impadronendosi degli strumenti
in discussione e quindi, anche a livello di valigae, un tale procedimento puo e deve essere
valutato in modo largamente piu positivo rispettoirea risoluzione pedissequa, in cui magari i
risultati finali sono corretti, ma i metodi autoncatutilizzati non si prestano a sviluppare
ragionamento e autonomia. Sarebbe troppo lungo ieaeen situazioni di questo tipo (le
rimandiamo a una futura pubblicazione), vogliamim $ar notare che altri esempi possono essere
trovati nella storia della matematica, e sarebb@tis/zo mostrare agli studenti che spesso alcuni
errori di grandi matematici hanno condotto a graudiperte!



Tornando ai due precedenti esempi negativi, notiehaoin certi contesti, quali quelli di una
valutazione esterna, o di un test d’'ingresso, ondconcorso, o nella struttura di un test a rispost
chiusa, risposte come quelle citate potrebberap®d una valutazione non negativa.

Tuttavia in una situazione di classe quello chaterressa e, quasi sempre, il modo con cui si
e arrivati al risultato e come questo possa svanp@lcune modalita di ragionamento piuttosto che
altre. E teniamo presente che lo sviluppo del geasiritico € qualcosa che non serve certo solo per
la matematica e quindi solo a chi proseguira gidisscientifici, ma € — ancor piu oggi rispetto al
passato — uno strumento indispensabile per ildiitta

Sia chiaro chalire che l'errore € poco importante nella valutagiomon € un commento
“buonista”, mirante a sottovalutare gli errori dagazzi e a valutare solo le cose positive. Il punt
un altro. Vogliamo sottolineare che, nel proceshacativo, il nostro obiettivo €, in positivo, cHe i
maggior numero di ragazzi possibile acquisisca #dggior numero possibile di concetti: la
valutazione dovrebbe essere coerente con questitiobi e un'eccessiva attenzione all'errore
rischia di farcelo dimenticare.

Certamente, mettere in discussione una valutazibeespesso misura quasi esclusivamente
la presenza o meno di errori, significa toccaregtande tabu. Ma va fatto, e va esplicitato agli
studenti il fatto che lo si sta facendo (molti dii,ninfatti, gia lo fanno, magari implicitamente,
magari senza nemmeno rendersene conto). Va fatttease siamo consapevoli che sicuramente ci
saranno sempre circostanze o valutazioni che ratasente sono di altro tipo.

Infine, un'altra ragione significativa per rompepgesto tabu, € la considerazione di quanto
pesantemente una valutazione centrata sull'errgyepndizionare il processo di apprendimento: in
effetti questa produce, come ovvia conseguenzaausa di sbagliare che paralizza il ragionamento
ed é quindi il peggionemico dell'apprendimento. Abbiamo avuto occasidinesservare questa
reazione (ovvia, ma spesso dimenticata) nel cantdsita mostra Simmetria, giochi dspeccHi:
spesso capita che gli studenti riconosciuti comenbstudenti (e a volte anche i loro insegnanti)
non reagiscano, o reagiscano molto scarsamentepkdemi differenti da quelli ai quali sono
abituati; mentre, al contrario, studenti noti pesere cattivi studenti semplicemente facciano
tentativi, spinti dalla curiosita; e non e insolibe proprio loro non solo arrivire una soluzione
positiva, ma che abbiano anche idee brillanti enfdino risposte ben costruite. Tutti noi abbiamo
avuto modo di osservare quanto meravigliosa sipof@nziale capacita di apprendimento dei
bambini, quando non temono di sbagliare; e qui @npossiamo citare Grothendieck:

craindre I'erreur et craindre la vérité est une keat méme cho¥t

Va aggiunto anche che nella scuola di oggi, indtahancano completamente le condizioni
ambientali per sviluppare una didattica che puntadalitare situazioni di apprendimento in cui
I'errore sia una normale tappa di crescita e sitvajuel che si € imparato. Una didattica di questo
tipo richiede un enorme lavoro su ogni singoloeatti, richiede tempi distesi, richiede programmi
con contenuti significativi, richiede di poter agex che fare con un numero di allievi per insegnant
non troppo elevato. Richiederebbe un confronto gioraltri docenti e... Tuttavia, speriamo che
tenere a mente dove vogliamo arrivare, nonostagpiamo che la meta &, in questo momento, non
realistica, possa essere utile per trovare commssinragionevoli: & possibile (e forse & proprio
necessario) svolgere una piccola e quotidiana afierasistenza culturale”, e inventarsi pratiche e
situazioni che vadano in questa direzione, ritaglesi, almeno una volta ogni tanto, un tempo in
cui e possibile “fare” matematica, e farla insienre,gruppo, scoprendo nel lavoro di classe il
piacere di unire le intelligenze.

10 Aver paura dell’errore € la stessa cosa chegaugra della verita [7, p. 129]
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Il inguaggio e il rigore

Il problema dell’errore in matematica e fortemelaetgato all'aspetto del linguaggio e al rapporto
che c’é in matematica tra linguaggio naturale, Uaggio specifico e rigore. Rimandiamo altrove
per una trattazione piu approfondita di questi tgBl) e ci limitiamo qui a qualche osservazione,
fra quelle che piu direttamente vanno a toccatemila dell’errore.

Abbiamo gia osservato che il rigore matematice (shesso usiamo — consapevolmente o
inconsapevolmente — per “misurare” gli errori) fomai un rigore assoluto, e non potrebbe esserlo,
sicché su questo terreno (esplicitamente o implioéinte) dobbiamo comunque accettare dei
compromessi. Meglio, a nostro parere, esserne pemsh e accettarli in maniera esplicita. E se
guesto discorso vale in generale, per qualunque,tancor di piu vale se stiamo parlando di quel
lavoro artigianale, che abbiamo proposto e raccaolaian di analisi degli errori, un lavoro in cui,
per trattare gli errori e per manipolarli, occoparlare, occorre scrivere. Occorre cioé passare
attraverso una fase di verbalizzazione che non éessariamente rigorosa; anzi, che
necessariamente rigorosa non é.

E anche su questo tema spunta un altro grande lalpossibilita di fare matematica in
modo informale, non rigoroso. Ma che cosa vogliatite esattamente, come si giustifica e che
senso puo avere parlare di matematica in maniemarigorosa? Intanto diciamo subito che non
stiamo rinunciando al rigore e che il rigore ci Myyeccome! Piuttosto, quello che stiamo dicendo e
che il rigore non deve essere anteposto alla caomsjmee, alla trasmissione delle idee, e quindi
meglio che uno studente provi a dire in manieraaahe idea si é fatta di un certo concetto, in
modo che si possa via via raffinare e ripulire gaeédea, piuttosto che ripeta a memoria frasi che
sono per lui prive di senso. Il rigore potra quiadiivare con la comprensione e a quel punto potra
essere gustato come una conquista € non sara sabi®una necessita imposta e non riconosciuta.

La vera discriminante che legittima o meno il liaggio rigoroso e il significato, cioé se chi
parla o chi scrive riesce o0 meno a dare un sensio ahe sta facendo. Abbiamo ripetutamente
osservato che una percentuale molto alta degliriemnadornali proviene da un uso di parole
completamente avulso dal loro significato; ed emidmente I'abitudine scolastica ha fatto si che lo
studente si sia ritenuto obbligato a usare quell®lp, anche senza che alle parole corrispondesse
un significato effettivo.

Se vogliamo evitare queste assurdita, dobbiamdal&sai ragazzi la liberta di esprimere le
idee che via via si costruiscono senza ingabbiarlin linguaggio stereotipato e inconcludente,
anche se questo dovesse voler dire rinunciare {orramente) alla coerenza e alla non ambiguita
che é tipica del linguaggio matematico.

Peraltro, dobbiamo anche come insegnanti essesapewoli del fatto che lasciare i ragazzi
liberi di parlare puo rivelarsi assai interessaatehe per (almeno) un altro motivo: queste
discussioni in liberta portano alla superficieattd che cio che si insegna va ad innestarsi su un
sistema di credenze spesso non esplicitate cheeinseono (e possono interferire in positivo o in
negativo) con i concetti che si stanno apprende@desto € un fatto molto piu accettato e indagato
nella didattica della fisica (vedi [2]), ma ancher pa matematica c’e una “matematica ingenua”
intuitiva, informale, fatta di esperienze perceattiche dobbiamo imparare a conoscere e a
esplicitare. E da un lato occorre imparare a coglesattamente in quali punti questa matematica
ingenua entra in collisione con la matematica féem&a anche, dall’altro, occorre imparare a
individuare quegli spunti che ci permettono, inipes, di approfittare delle conoscenze intuitive e
informali, sfruttandole per dare una base solid@exiorizzata alle conoscenze successive.
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Osservare come parlano gli studenti puo farci éevatoprire questi punti di contatto fra le
loro conoscenze pre-esistenti, di vita quotidiamda matematica che stiamo loro insegnando, a
partire dall’'uso della “e”, della “0”, della negane e della implicazione nel linguaggio quotidiano
e in quello logico-matematico, fonte dei piu reatértra gli errori commessi dagli studenti.
Dovremmo porre attenzione al fatto che noi siamgl ebituati a questi prerequisiti di logica, che
non solo li usiamo normalmente nella vita di tutiorni, ma diamo anche per scontato che il loro
uso entri nei normali tipi di ragionamento comuer phiunque, mentre cid € ben lontano dall'essere
vero. E, parallelamente, il significato proveniedtdle situazioni di vita reale puo anche aiutare i
ragazzi a evitare certi errori standard. Per fameesempio, tutti sappiamo quanto sia comune
I'errore di ritenere equivalenti le due implicazign= g e (non p)= (non q), forse potrebbe essere
piu facile evitarlo se una volta si facesse osseraaragazzi come una pubblicita ingannevole del
tipo “se non giochi non vinticonti proprio sul fatto che inconsapevolmentesilaccosti all’altra
implicazione, certo non equivalentsg“giochi, vinci

Va infine osservato che il fatto di permettereamazzi di parlare in liberta, contrariamente a
guanto si potrebbe pensare, non comporta, pensegnanti, il fatto di essere approssimativi in cio
che insegniamo, ma, viceversa, ci obbliga alla mes@recisione possibile. Infatti — affinché non
ci sia collisione, nel momento successivo, con éematica formalizzata — € necessario che anche
guando si é al primo livello, sul piano informale, nostre affermazioni siano comunque
sostanzialmente corrette, anche se tale corretteazasara espressa con tutto il rigore del piano
formalizzato.

Liberta di parlare, dovere di ascoltare

Auspicare che l'insegnante lasci gli studenti lilmeresprimersi come credono richiama in parallelo
un’altra qualita indispensabile per un insegnaeten particolare per un insegnante che voglia
puntare a una didattica che rivaluti e non demonigore: la capacita di ascoltare. E necessario
che un insegnante sappia ascoltare, senza fregaza dare risposte in automatico (cercando cioe
di evitare lo stesso meccanismo che cerchiamo dcchfe nei nostri studenti), che sappia
sospendere il giudizio (specie quello morale) ear di capire piu a fondo quello che gli erroii de
nostri studenti ci indicano.

Ci piace a questo proposito richiamare una fraseederigo Enriques ([6, p. 12]):

“Soltanto un ragioniere, che svolge semplici calcapra i numeri, potrebbe ridurre
I'errore alla distrazione della mente stanca. Ivt@atore intellettuale trova qui un campo
piu vasto da investigare. Il Maestro sa che la cenpione degli errori dei suoi allievi € la
cosa piu importante della sua arte didattica ....dglderrori propriamente detti, che talora
sono in rapporto con manchevolezze delle singoletimma nei casi piu caratteristici si
presentano come tappe del pensiero nella ricerdéa deesrita, il Maestro sa valutare il
significato educativo: sono esperienze didattiche egli persegue, incoraggiando I'allievo
a scoprire da sé la difficolta che si oppone altaegiudizio, e percio anche ad errare per
imparare a correggersi. Tante specie di errori pb#s sono altrettante occasioni di
apprenderé

A volte si ha la sensazione che dietro alle difficadegli studentisi possa nascondere
gualcosa di molto piu profondo. Quella che da mdiltloro (e non solo) viene indicata come la
causa di molti errori € la mancanza di tempo,feelga. D’altra parte, la fretta spesso non & neanc
legata strettamente alla mancanza di tempo, meeditdita un’attitudine del pensiero, un’incapacita
di fermarsi su quello che si sta facendo, di darepp al ragionamento, di non accontentarsi di

10



risposte automatiche. E non si tratta solo di diffia a concentrarsi, ma c’'€ anche la difficolta di
reggere la frustrazione della risposta che nonevaibito, della strada sbagliata che si prendeee ch
non porta da nessuna parte. Anche perché a tuttoor siamo abituati a dare, nella valutazione
oggettiva, alcun valore, e in tal modo lo rendiamasibile e percio inutile. E invece, viceversa, €
proprio a questo lavorio che dovremmo trovare ilmdi dar peso e valore.

A volte pud anche succedere che un errore nasaqumeld che € un’acquisizione corretta
del concetto che si sta discutendo; la frase magasolo un po’ ripulita, o sfrondata da qualche
elemento non necessario. E, con un ascolto supéefie meno attento, la frase ci poteva sembrare
sbagliata semplicemente perché il metodo usatanpeare alla soluzione era diverso dal nostro: in
ogni caso, un ascolto attento € un elemento detante per riuscire a guidare i ragazzi sulla strada
che loro stessi hanno trovato (evitando di impartetti i costi la nostra strada: vedi [11] per una
discussione e per alcuni esempi su questo tema).

Un ascolto attento deve anche sempre tenere lalausd nostro principale obiettivo: che é
qguello di imparare, di insegnare, di trasmetterglée, di trasmettere bellezza; avere chiara questa
bussola ci da anche una scala di priorita ben gaeeid é facile allora rendersi conto di quando e
opportuno mettere in evidenza, e correggere, wreek di quando invece l'aspetto saliente della
comunicazione € un altro: sarebbe sbhagliato (dpwnto di vista didattico) sottolineare un errore
nel momento in cui ci rendiamo conto che un ragaaaofatto una “scoperta” e che ci sta
comunicando questa sua “scoperta’”.

Ma, tornando alle difficolta connesse alla fretta,sono anche, nell’'epoca in cui stiamo
vivendo, delle ragioni piu profonde, che tempo fanrc’erano. Forse sotto i nostri occhi sta
avvenendo una rivoluzione, di cui ancora non cidi@mo conto fino in fondo. Qualcuno I'ha
definita “la terza fase” (vedi [12]), una nuovarfa del sapere, ovvero il passaggio da un modo di
conoscere “verticale” (il nostro, fatto di approftomenti, di capacita di analisi, di
concentrazione...) a uno “orizzontale” (quello destniostudenti, che € in relazione ovviamente con
'uso massiccio delle nuove tecnologie, con la capanodalita di essere contemporaneamente in
chat studiare, mandare sms, passare da un sito @|'aavigare...). Come tutto cio influenza il
modo di strutturare il ragionamento dei nostri stutd? Possiamo liquidarlo superficialmente con
“gli studenti di una volta erano miglic#

E interessante osservare come, in questi ultimi, amsiti matematici abbiano cominciato ad
esplorare nuove forme di comunicazione, che tengammo di questo modo orizzontale di
imparare, e come essi abbiano dovuto affrontaprablema di adattare la nostra idea di rigore
matematico a questo nuovo contesto. Giusto per glaaéche esempio (tra i tanti), possiamo far
riferimento a un libro come [8], che é fortementsstcuito su una comunicazione attraverso le
immagini, e nello stesso tempo tocca una quantiteinee di matematica; o un DVD come [1], in
cui alcuni oggetti matematici assolutamente nonalbgicome gli orbifold) sono trattati in una
maniera che n@ermette un modo orizzontale di lettura, anche a#&epdi persone dotate di un
bagaglio matematico ristretto. Certo, anche il osudkll'errore sara differente in questo tipo di
comunicazione; e potra costituire un interessantetdi approfondimento.

Ancora una volta, l'unica risposta che ci sembigiaevole € quella di saper ascoltare, e
ricercare cosi con pazienza le cause profonde dagilii, partendo dagli errori degli studenti (é da
nostri), dalle nostre categorie di pensiero e grapdimento, da quella verticalita che é sinonimo d
profondita, spetta a noi inventare una didattica tdnga conto del loro modo orizzontale, senza
demonizzarlo, ma costruendo una sintesi. Questi® €he spetta a noi fare, perché e nostra la
memoria del vecchio sapere e perché siamo in qugsterazione ponte” in grado di passare il
testimone alle nuove generazioni.
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Siamo grate alla redazione erafereedei Notices of the American Matematical Sociegy i loro
preziosi commenti e i loro utili suggerimenti. Riagiamo Kim Williams per la traduzione in
inglese del nostro testo italiano. Ringraziamo ariaholti studenti e docenti che ci hanno fornéo |
materia prima su cui riflettere e attraverso cuiare alle considerazioni qui esposte.
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